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realizan Poincaré  (1890), Lorenz  (1963) y May  (1974) en su encuentro con dinámicas caóticas, nos  interesan sus 
argumentaciones  ante  lo  errático  (aparición de  eventos  inesperados) dados  en  el  tránsito  entre  lo predecible e 
impredecible;  asumimos  que  la manera  de  actuar  ante  este  tipo  de  situaciones  indica  una  forma  de  construir 
conocimiento matemático  especializado. Desde  el marco  teórico  socioepistemológico  se  aplicaron métodos que 
permitieron indagar las prácticas que acompañan a los conceptos matemáticos: recurrencia temporal, sensibilidad 
a condiciones  iniciales y gráfica de parámetros.   Los  resultados de este estudio muestran que  la búsqueda de  lo 
circular, la comparación de soluciones en el tiempo y la clasificación de comportamientos son prácticas que dotan 
de  significado a este  tipo de  situaciones y  son un a priori que aporta elementos para  la  caracterización de una 
forma de pensamiento variacional ante  lo  inesperado. Este estudio aporta elementos para  la construcción de una 











This paper  shows  the  results of a historical‐epistemological analysis  that points out  the practices performed by 
Poincaré (1890), Lorenz (1963) and May (1974) in their encounter with chaotic dynamics, we are interested in their 
argumentations against the erratic  (coming from unexpected events),  in the transit between the predictable and 
unpredictable;  we  assume  that  the  way  to  act  in  this  kind  of  situations  indicates  a  way  to  build  specialized 
mathematical knowledge. Socioepistemological approach methods were applied to search the practices associated 












La  imposibilidad  humana  de  manipular  el  tiempo  propone  a  la  predicción  como  una  estrategia 
emergente para la adaptación al entorno, se considera que proviene de la evolución en las interacciones 
del colectivo social y está asociada a la acción de anticipar un estado o valor luego de realizar un análisis 
de estados previos  (Cantoral, 2001; 2016). Por otro  lado, Cantoral  (2016) advierte que  las prácticas se 
configuran en una iteración dinámica que va desde las acciones que realiza el sujeto que conoce con su 
medio,  hasta  configurar  formas  de  explicación  compartidas  que  gradualmente  se  transforman  en 
discursos social y  culturalmente normados.  Lo errático está  ligado, en un principio, al movimiento de 
cuerpos celestes que “no se comportan como es debido”, dicho de otro modo, que son impredecibles o 
se mueven  sin  rumbo  fijo en un  cosmos aristotélico  (Feynman, 2008), esta  investigación  considera  su 
aparición  en  fenómenos  de  cambio,  como  la  predicción  climática  o  la  ecología  de  poblaciones,  que 
transitan de estados predecibles a no predecibles, dichos fenómenos se encuentran asociados a sistemas 
dinámicos que exhiben comportamientos caóticos.  
El  interés por  los sistemas dinámicos caóticos en  la educación tiene varios matices y han sido tratados 
desde  diferentes  perspectivas. Nemirovsky  (1993)  explora  actuaciones  de  estudiantes  de  bachillerato 
para  discriminar  tipos  de  movimiento  en  la  máquina  física  conocida  como  la  rueda  de  Lorenz,  ésta 
presenta comportamientos erráticos, su análisis considera la transición de estados regulares a irregulares 
y  las formas en que  la predicción aparece en  los argumentos de  los estudiantes desde el marco teórico 















funciones  iteradas  (IFS  por  sus  siglas  en  inglés)  a  las  aulas  de  estudios  preuniversitarios  mediante 
actividades guiadas (Peitgen, Jürgens, & Saupe, 1991; Devaney & Choate, 2000), sin embargo, carecen de 
un marco en investigación educativa que los sustente. 
Desde  una  visión  Socioepistemológica  López  y  Alatorre  (2008)  problematizan  la  evolución  de  la 
predicción desde  la física aristotélica hasta Beinot Mandelbrot, proponiendo un punto ruptura entre  la 
predicción determinista  y  la no determinista,  la primera  relacionada  con  la  física  clásica  y  la  segunda 
concluye, posiciona a  los  fractales como herramientas predictivas. En años más recientes, Ghys  (2015) 
menciona que las ideas detrás de la teoría del caos han sido de las más diseminadas en la sociedad, sin 
embargo, la comunicación de estas ideas no ha sido adecuada por parte de los matemáticos y maestros 
que  la  han  tratado;    dicho  esto,  propone  que  la  educación  de  futuros  maestros  de  matemáticas  y 
matemáticos  incluya  entrenamiento  específico  para  comunicar  estas  ideas  fuera  de  una  comunidad 
especializada.  




cuáles  son  los  usos  de  la  variación  presentes  en  el  encuentro  con  lo  inesperado  inherente  al 
comportamiento dinámico de un  fenómeno, es decir,  cuando  lo estable  (bien  comportado)  se  vuelve 
errático  o  inestable;  fijándose  en  las  acciones  y  argumentaciones  realizadas  al  estudiar  este  tipo  de 
fenómenos. La Fig. 1 ejemplifica una dinámica que comienza en el  tiempo ݐ଴ y es predecible hasta un 
tiempo ݐ௜   (punto) en donde aparece el evento  inesperado, este momento de transición es de principal 














la  estabilidad del  sistema  solar  (Poincaré, 2002),  la duda de  E.  Lorenz  ante  cambios pequeños  en  las 
condiciones iniciales en la modelación del clima (Lorenz, 1963) y el acierto de R. May al proponer formas 
de  estudiar  comportamientos  erráticos  provenientes  de  sistemas  dinámicos  deterministas  mediante 
métodos  provenientes  de  la  probabilidad  y  la  estadística  (May,  1976).  Este  escrito  muestra  una 





importancia en  la evolución de  la noción de caos determinista; cronistas de  la ciencia moderna  (Ford, 
1986;  Diacu  &  Holmes,  1999;  Stewart,  2001;  Gleick,  2012)  incluyen  en  sus  narraciones  el  error  de 
Poincaré, el encuentro de Lorenz con  la  sensibilidad a  las condiciones  iniciales y el análisis del mapeo 
logístico  propuesto  por  May,  como  ejemplos  fundamentales  que  explican  características  de  los 
comportamientos caóticos; si bien la brecha en años desde el descubrimiento por serendipia de Poincaré 
y  los otros dos es amplia,  los conceptos  teóricos que ejemplifican solo pudieron ser entendidos en su 





análisis  y  concluir  su  comportamiento  errático  llegado  a  evidenciar  propiedades  fractales  de  la 
trayectoria solución. Por otro lado, el ejemplo discreto más usado es el mapeo logístico, debido a que es 







&  Kocak,  1991;  Peitgen,  Jürgens, & Dietmar,  1992; Blanchard, Devaney, & Hall,  1999; Wiggins,  2003; 
Shuster, 2005).  




comportamiento de  las  soluciones que provienen de  condiciones  iniciales  cercanas diverge  conforme 
pasa el  tiempo,  la  segunda dice, dados dos  intervalos  cualesquiera, en el dominio,  se puede dar una 
trayectoria  que  los  toque  y;  la  última  se  refiere  a que  los  órdenes  de  periodicidad  son  densos  en  la 
dinámica del sistema, es decir, en la dinámica se encuentran periodos de todos los órdenes.    
Constructos teóricos para análisis de los eventos  
El  análisis  de  las  obras  originales  que  refieren  a  los  eventos,  mencionados  en  secciones  anteriores, 
requiere de la caracterización de argumentaciones y acciones que hacen los autores sobre su objeto de 












la  construcción  de  conocimiento  en  colectivo.  En  el  nivel  de  práctica,  las  argumentaciones  producen 
discursos  socialmente  compartidos,  aquí  las  acciones  son  iterativas  y  reguladas  por  el  contexto  y  el 
quehacer del sujeto está definido y es intencionado.   
Dicho  lo  anterior,  las  situaciones  que  nos  interesa  analizar  (la  aparición  de  un  evento  inesperado) 
provienen, en primera instancia, de formas de predicción ligadas al determinismo newtoniano, Cantoral 
(1990; 2016) propone dos  constructos  característicos de  esta  forma de pensamiento  la búsqueda del 
carácter estable y  los niveles de constantificación. El primero se expresa en  las acciones que permiten 
elaborar formas de predicción relacionadas con la introducción de variaciones pequeñas; por ejemplo, la 
idea  que  le  permite  a  Newton  desarrollar  sus  Principia  (1871)  es  la  introducción  de  cantidades 
infinitamente pequeñas mediante  las razones últimas o evanescentes que permiten el desarrollo de  la 








de  interés  y en el  segundo  se elige el orden de  variación que permite elaborar predicciones  sobre el 
comportamiento de las variables.  
En el análisis, que se presenta en este escrito, interesa describir las condiciones en que la búsqueda del 
carácter  estable  del  cambio  se  expresa  y  cómo  se  transformación  en  la  transición  a  estados  no 
predecibles, en  las explicaciones se buscarán  las acciones, expresadas en verbos, que acompañan a  la 
evolución conceptual de los conceptos.      
El error de Poincaré  
El primer  evento  es  el  error  y  corrección de  Poincaré,  en  su memoria  sobre  el problema de  los  tres 







condición  inicial, en  la  región conocida como el mapeo de Poincaré; hoy considerada una  técnica que 
ayuda a la reducción de dimensión, para el estudio de dinámicas globales y la clarificación de conceptos 
como el de órbitas periódicas  (Wiggins, 2003). En este  teorema  se pone  atención en  la búsqueda de 
soluciones periódicas o cerradas que permitirán hacer las predicciones sobre las trayectorias que sigue el 
planeta de masa más pequeña.  
De  acuerdo  con  Barrow‐Green  (1997)  el  volumen  13  del  Acta  Matemática  en  1890  tuvo  que  ser 
reimpreso debido al error que Poincaré advirtió de  forma  tardía en un apartado  sobre el  teorema de 
recurrencia, en la  Tabla 1 se presentan las dos versiones del Teorema III de la sección 8 que trata sobre 
el uso de las integrales invariantes (Poincaré, 1890).  
Teorema  III  (versión  1)  Si  una  curva  invariante  C  es 













su  curvatura  es  finita.  Supongamos  que  la  curva 
invariante y  la posición de  los puntos A y B dependen 
de µ de acuerdo con alguna regla, y existe una integral 
positivamente  invariante.  Si  la  distancia  AB  es  muy 
pequeña (de orden enésimo) y la distancia AA1 no lo es 








En  la primera versión se tiene como corolario que si  la distancia entre A y su  iteración es de orden n‐1 





En  la segunda versión  (Tabla 1 derecha)  incluye un caso en el que  las áreas se conservan evadiendo el 








En este evento se advierten dos cosas,  la primera que  los argumentos de Poincaré en  la búsqueda del 
carácter estable del cambio están en la búsqueda de lo circular (trayectorias cerradas), es decir lo que se 




más  casos evidenciando procesos de  inestabilidad dinámica en presencia de  cantidades  infinitamente 
pequeñas, esto permitió el desarrollo de otros conceptos en la teoría del caos. 
La duda de Lorenz  
Los  documentos  que  se  utilizaron  en  el  evento  que  concierne  a  Lorenz  son  su  artículo Deterministic 
Nonperiodic Flow (1963) y su libro The Essence of Chaos (1993) en el que narra su encuentro con el caos. 
Su trabajo se centra en  la búsqueda de un modelo matemático que describa  las condiciones climáticas 
de  tal  forma  que  sus  soluciones  pongan  a  prueba  los modelos  lineales  y  estadísticos  de  pronósticos 
climáticos;  consideraba  un  sistema  de  tres  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  (un  caso  típicamente 
determinista)  que  producía  soluciones  a‐periódicas,  es  decir,  que  las  condiciones  de  repetición  se 
quebrantan  en  algún  momento.    Pudo  imprimir  los  datos  de  tal  manera  que  podía  ver  de  forma 
cualitativa  el  comportamiento  de  las  soluciones,  lo  inesperado  del  caso  es  que  al  comparar  dos 
soluciones con condiciones iniciales muy cercanas entre sí (por ejemplo, con una milésima de diferencia) 







concernientes  a  la  estabilidad  del  flujo  no  periódico  indican  que  la  predicción  de  un  futuro  distante 
(pueden ser días o siglos) es  imposible a menos que  las condiciones de  inicio sean conocidas de forma 
exacta, es decir, estamos en  la presencia de un sistema determinista que genera soluciones aleatorias. 
Su  conclusión  propone  que  la  respuesta  a  qué  tan  distante  es  este  lapso  solo  se  podrá  responder 













resumen  de  su  artículo  Simple  mathematical  models  with  very  complicated  dynamics  (May,  1976) 
menciona  que  estos  mapeos  pueden  producir  comportamientos  que  van  desde  ciclos  estables, 
jerarquías entre  ciclos hasta  fluctuaciones aparentemente erráticas, así  su expresión de  lo variacional 
está en dar respuesta a las preguntas ¿qué se repite? ¿cómo se repite? ¿cómo justifico que se repite? Su 
preocupación  se  centra  en  la  clasificación  del  número  de  ciclos  que  éstas  producen  y  utiliza  la 
comparación  entre  soluciones  con  condiciones  iniciales  cercanas  como  lo  propone  E.  Lorenz,  sin 
embargo,  va un paso más  lejos  al  identificar el  valor umbral en  los que  aparecen  ciclos de  todos  los 
órdenes  y  que  cataloga  como  fluctuaciones  aleatorias  o  erráticas  que  exhiben  un  comportamiento 
ergódico (la trayectoria solución llena densamente todo el espacio que la acota). De esta forma propone 
que  la  identificación y  trato de estas órbitas sea utilizando un histograma de  frecuencias contando  las 










que  hacen  posible  la  predicción  determinista.  La  práctica  que  se  hace  evidente  en  la  búsqueda  del 






los  objetos  o  conceptos  matemáticos,  en  este  sentido  el  análisis  de  los  tres  eventos  permitió  el 
encuentro de tres prácticas en la búsqueda del carácter estable del cambio en situaciones de la aparición 
de un evento inesperado que impide la predicción. En la  
Figura 2 se muestra el  resultado del análisis de  los  tres eventos descritos en  la sección anterior, en  la 
parte  superior  se muestran  los  conceptos que hoy  caracterizan  al  caos determinista  (Devaney,  1992; 
Wiggins, 2003; Shuster, 2005); Poincaré propone el teorema de recurrencia para averiguar aspectos de 
estabilidad en  las soluciones, Lorenz se encuentra con  la sensibilidad a  las condiciones  iniciales y May 
propone elaborar un espacio de parámetros para identificar los tipos de comportamientos de la ecuación 
logística,  la  propuesta  es  que  las  prácticas  que  acompañan  a  estos  conceptos  lograran  dotarlos  de 
significados para los que se enfrenten a eventos similares; en el mismo orden las prácticas que se hacen 
evidentes son: la búsqueda de lo circular o lo que se repite, la comparación de soluciones en el tiempo y 




De manera  puntual,  Buscar  lo  circular  se  refiere  a  la  búsqueda  de  periodicidades  que  se  reflejan  en 
trayectorias cerradas o comportamientos repetitivos y, su  interpretación y representación está sujeta a 








estados  en  el  tiempo:  se  refiere  a  la  comparación  puntual  y  global  de  dos  comportamientos  que 
comienzan con condiciones iniciales cercanas (del orden de milésimas) [ver Lorenz (1963, pág. 141), May 
(1974) sobre la comparación de series temporales]. Por último, Clasificar comportamientos  se refiere a 





Asumimos  que  la  matemática  del  cambio  y  la  variación  ante  fenómenos  de  inestabilidad  dinámica 
configura una práctica que se comparte socialmente y que exige de formas de pensamiento diversas; por 
un  lado,  del  pensamiento  predictivo  que  sigue  una  tradición  newtoniana  y  por  otro  aquel  fruto  del 
enfrentamiento con lo errático. Esta hipótesis se desprende de una postura en educación que destaca la 
importancia  educativa de  escenarios que  actualmente no  forman parte de  lo  escolar; desde  la  TSME 
partimos del  supuesto que educación no es  sinónimo de escolarización,  sino  sólo un aspecto de ésta 
sumándonos  a  la  propuesta  hecha  por  Rodríguez  y  Rosas  (2013)  sobre  promover  la  indagación  de 
escenarios  y  actividades más  allá de  la  escuela que  sin duda  educan  y  forman  a  los  sujetos. De  esta 




trata  con  el  cambio  y  la  variación  y que  se  encuentra  vinculada  a  los usos que  se  le da  en prácticas 
predictivas ante  lo errático, es decir,    la  confirmación empírica de  lo aquí presentado, dará paso a  la 
caracterización  de  un  principio,  que  hemos  comenzando  a  llamar  genéricamente  principio  estrella, 
articulador de  lo que  se  conoce  con  lo nuevo  y que  tiene  como base un  razonamiento que  activa  la 
creación   y  cambio de hipótesis para elaborar  conjeturas  cada vez más  cercanas a  la predicción, esta 
formas de creación de hipótesis las relacionamos con la forma de razonamiento abductivo propuesta por 
Charles S. Peirce (1878) y que adicionalmente considera el trato con pequeñas variaciones.   
La  importancia de esta  investigación radica en  la caracterización de una forma de pensamiento ante  lo 
que  varía  que  hoy  está  fuera  del  contexto  escolar;  se  espera  que  el  contraste  de  las  prácticas  aquí 
presentadas con una  investigación empírica, es decir,  la construcción y aplicación de una situación que 
presente  casos  inesperados  con  estudiantes  preuniversitarios  dará  guía  para  la  creación  de  ejemplos 
específicos que permitan su desarrollo en el aula.   
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